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Показано, что описанная Вейлем и Брауэром группа Spin (4) управ
ляет закономерностями периодической системы элементов. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Обычно система элементов объясняется с помощью структурной модели 
атома Резерфорда, состоящей из ядра и электронных оболочек; при этом 
основным параметром, различающим элементы, является атомный заряд. 
В этой работе атом рассматривается как бесструктурная частица, к которой 
применяются общие принципы физики симметрии, аналогично тому, как 
это делается для адронов в SU (6) -классификации (см. [1]) . Кулонов'ское 
поле не входит явно в излагаемую здесь теорию, а учитывается лишь с по
мощью четырехмерной симметрии Фока [2] . В качестве основной группы 
мы берем вместо группы Фока 50(4) ее двулистную накрывающую группу 
Spin (4), введенную Брауэром и Вейлем [3] , но еще, по-видимому, не при
менявшуюся в физике. Мы называем бесструктурный атом «кулоновской 
системой»; состояния этой системы должны изображаться векторами про
странства, где определено некоторое представление группы Spin (4). Мы 
задаем такое представление, называемое «кулоновским представлением» г 

в пространстве двухкомпонеитных функций от четырех переменных Фока. 
Предполагается, что состояния кулоновской системы различаются не толь
ко энергетическими уровнями, но и химической природой. Следуя дальше 
общей схеме групповой симметрии, мы выбираем в группе Spin (4) две раз
лично расположенные в ней подгруппы, изоморфные SU(2). Редукция ку-
лоновского представления по первой из этих подгрупп приводит к энерге
тическому спектру кулоновской системы, описьшаемому четырьмя обыч
ными квантовыми числами (д, Z, m, ± ) водородоподобного атома. Редук
ция же по второй подгруппе (не перестановочной с первой!) приводит к 
классификации атомов на мультиплеты, соответствующие их естественной 
группировке по атомному весу и валентности (ср. с редукцией группы 
SU(Q) по подгруппам 5С/(3) и ££/(4), подробно описанной в [1]) . Таким 
путем мы приходим к таблице химических элементов, полученной без ис
пользования модели Резерфорда из общих принципов симметрии, разра
ботанных в теории адронов. 
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2 ГРУППА SPIN (4) И ЕЕ ПОДГРУППЫ 

I. Рассмотрим четырехмерное действительное евклидово пространство 
/?4 с координатами 1и | 2 , §з, h и метрической формой gi2 + £2

2 + £з2 + 
+ £4

2. Ортогональные преобразования пространства i?4 с определите
лем 1 образуют группу SO (4), введенную в физику Фоком [2] . Алгебра Ли 
группы £0 (4 ) состоит из действительных антисимметрических матриц и 
(в отличие от всех других SO(n)) разлагается в прямую сумму двух ал
гебр Ли, которые обе изоморфны обычной алгебре моментов. А именно, 
если в качестве образующих выбрать матрицы 
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то получаем перестановочные состояния 

[а„ а3] = етак, [(Зг, Р,] = е^р*, 

К Р,] = 0. 
Нам понадобится также система образующих 

#12 = . —#21 = <х4 + pi, # м = —#13 = а2 + р2, 

#34 = —#43 = «1 — Pi, #24 = —#42 = Ct2 ~ р2, Е-

(2) 

#23 = #32 = «з + Рз, 

= - # 4 1 = а3 - рР; (3) 

отметим перестановочные соотношения 
[#12, # 3 l ] = #23, [#23, #12] : #31, [#31, # 2 з ] = #12, (4) 

из которых нидно, что #12, #31, #23 также порождают подалгебру Ли, изо
морфную алгебре моментов. Эта подалгебра не является, однако, прямым 
слагаемым в алгебре Ли группы SO (4) и, следовательно, расположена в 
ней существенно иным образом, чем описанные выше. Легко видеть, 
что этой подалгебре соответствует подгруппа SO(3) группы SO (А), состоя
щая из ортогональных преобразований, не меняющих координаты g4. Заме
тим, что группа SO (А) в целом не разлагается в прямое произведение 
каких-либо подгрупп. 

II . Группа SO (А), как известно, неодносвязна. Брауер и Вейль [3] по
строили для всех ортогональных групп SO(n) двулистные универсальные 
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(односвязиые) накрывающие — так называемые спинорные группы 
Spin (гс). В частности, группа Spin(3), накрывающая 5 0 ( 3 ) , изоморфна 
5£/(2); группа же Spin (4), накрывающая 5 0 ( 4 ) , не изоморфна какой-либо 
из унитарных или ортогональных групп и до сих пор, по-видимому, не 
встречалась в физике. 

Обозначим через ф гомоморфизм накрытия, отображающий группу 
Spin (4) на SO (4); тогда ij) переводит в каждую матрицу из SO (4) в точно
сти два элемента группы Spin (4). Алгебра Ли группы Spin (4) может быть, 
как всегда в случае накрывающих групп, отождествлена с алгеброй Ли 
группы SO (4), рассмотренной выше. 

III . Подалгебра Ли, порожденная образующими Ei2, E3i, Е 23, соответст
вует связной подгруппе G группы Spin (4), которую накрыв'ающий гомо
морфизм ф отображает на подгруппу 50(3) группы 5 0 ( 4 ) . Можно пока
зать, что подгруппа G односвязна и, следовательно, изоморфна 5£/(2); обо
значим G в отличие от других подгрупп, изоморфных 5С/(2), через SU(2)M 

(смысл этого обозначения Еыясняется в разделе 3). 
IV. Подалгебра Ли, порожденная образующими a t, a2, a3, соответствует 

связной подгруппе группы Spin (4), которая, как можно показать, изоморф
на SU(2) и обозначается через SU(2)C (обозначение выясняется в разде
ле 3). Аналогично образующим р ь (32, р3 соответствует подгруппа SU(2) С/. 
Подгруппы 5С/(2)с, SU(2)C' одинаково расположены в группе Spin (4) в том 
смысле, что существует автоморфизм группы Spin (4), переводящий эти 
подгруппы друг в' друга. Их расположение существенно иное, чем у под
группы SU(2)M, как это видно уже при рассмотрении их подалгебр Ли 
(п.1) . 

V. Построим гомоморфизм группы Spin (4) на группу 5£/(2), с по
мощью которого дальше будет определено «кулоновское представление». 
Для этого фиксируем в алгебре Ли группы SU(2) образующие у4, у2, уз 
с обычными перестановочными соотношениями [у,-, Уз] = гцкУи. Тогда фор
мулы ф0(а() = у , Фо(Рг) = 0 (i== 1, 2, 3) определяют линейное отображе
ние ф0 алгебры Ли группы Spin (4) в алгебру Ли группы 5С/(2), сохраняю
щее коммутирование и, следовательно, являющееся гомоморфизмом алгебр 
Ли. Этот гомоморфизм, как можно показать, соответствует гомоморфизму 
группы Spin(4) в группу SU(2)1 который мы обозначим через ф. 

VI. Построим теперь специальное представление группы Spin (4), кото
рое лежит в основе излагаемой теории. 

Группа SU(2) естественно действует в двумерном комплексном евкли-
дов'ом пространстве С (2). Поэтому, сопоставляя элементам £ группы 
Spin(4) матрицы ф(с), мы получаем двухрядное представление группы 
Spin (4); обозначим его через Р^\ 

С другой стороны, рассмотрим гильбертово пространство С'(оо) комп
лексных функций "H)(|i, £2, £3, g4), определенных на сфере £t

2 + h2 + hz + 
-f £4

2 = 1 пространства i ? \ Тогда в пространстве С(оо) можно построить, 
следуя Фоку, бесконечномерное представление Q^ группы 50 (4 ) по фор
муле Qotyil) = "ty(0~%), где О — матрица из 5 0 ( 4 ) , а Q0 — представляю
щий ее оператор в С(оо). Определим теперь представление группы Spin(4) 
с помощью композиции Р(£ =^0 &

4о«ф; это значит, что элементу £ группы 
Spin (4) ставится в соответствие оператор Q0, где О = г[) (£). Легко видеть, 
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что оба представления Р[;)., Р[^ унитарны. Построим их тензорное произ
ведение 

РМ = Р2
(4)®Р14), (5) 

Р^4) — унитарное бесконечномерное представление группы Spin (4), которое 
мы назовем кулоновским. 

VII. Представление Р^ приводимо. Его разложение осуществляется 
следующим образом. Сначала разложим на неприводимые составляющие 
представление Q£ группы SO(i), т. е. так называемое квазирегулярное 
представление. Известно, что 

оо 

Qt} = e Q$\ (6) 
n = l 

где Ф обозначает ортогональную сумму представлений, a Q$ —неприво
димое представление степени п2 в пространстве гармонических полиномов 
степени п — 1 от четырех переменных ci, Ь^ h, & ( [4] , г л- IX). Отсюда 
следует соответствующее разложение 

оо 

РМ = © P2
W <g> р*$ ; (7) 

п-1 

п-е слагаемое в (7) есть представление группы Spin (4) степени 2п2. 
VIII . Произведем теперь редукцию представления Р(4) по подгруппе 

SU(2)M, Т. е. рассмотрим представление только для элементов этой под
группы. Так как гомоморфизм ф изоморфно отображает SU(2)M на SU(2), 
то в каждом слагаемом (7) редукция представления Р^ приводит к пред
ставлению Р^м , эквивалентному фундаментальному представлению SU (2) 
в пространстве С (2). 

Далее, представление Q^} группы SO (4), редуцированное на подгруппу 
SO (3), как известно, разлагается по формуле 

Q? = е е £„ (8) 
/ = 0 

где (?23Д-1 —представление группы SO(3) в пространстве гармонических 
полиномов степени / от трех переменных £4, £2, £з; степень этого представ
ления равна 21 - j - 1 (см. [4]) . 

Разложению (8) соответствует разложение представления Р$ по фор
муле 

P$ = ®P$+i (9) 
1=0 

с теми же инвариантными подпространствами. Из (7) имеем теперь фор
мулу для редукции по подгруппе SU(2) м 

Р^=®П®Р^®Р^+1. (10) 
71 = 1 / = 0 

Для редукции по подгруппе SU(2)C получаем аналогичную формулу 

/>с
(а)=е © V ? ® ^ . (И) 
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Слагаемое с индексами (п, I), (п, К) в каждой из формул (10) — (11) есть 
унитарное представление группы SU(2)M, соответственно SU(2)C* степени 
2Z -f- 1, соответственно 2к + 1. Как известно, тензорное произведение пред
ставлений Pf"> и JP(

2
3>?+1 группы SU (2) разлагается на два неприводимых 

представления степеней 2К и 2А, + 2: 

Р2
(3) ® Р<»+1 = Р(

2? е р&2. (12) 

Следующий дальше выбор базиса в пространстве кулоновского представле
ния Р(4) не учитывает последнего разложения (12) и исходит из разложе
ния (10); этот выбор связан, как известно, с традиционным обозначением 
квантовых чисел в теории атомных спектров. Выберем в пространстве 
представления Р$+1 канонический базис ет (т = —Z, —I + 1,. . . , I — 1, 
/ ) , состоящий из собственных в'екторов проекции момента М3, а в простран
стве представления Р^м — базис /+, /_ из собственных векторов оператора 
спина. Тогда векторы /+ ® ет составляют базис в пространстве представле
ния JP2J"M (g) P2/+1, и полный базис в пространстве кулоновского представле
ния Р(4) нумеруется квантовыми числами п, Z, т, ± . 

3. МЕХАНИЧЕСКИЕ И ХИМИЧЕСКИЕ СОСТОЯНИЯ 
КУЛОНОВСКОЙ СИСТЕМЫ 

I. Связь между волновыми функциями Фока 'i|)(£i, £2, £з, Ъ) и обычны 
ми шредингеровскими волновыми функциями (в импульсном представле 
нии "i|)(pi, P2, Рз)) задается известным преобразованием Фока [2], при ко 
тором вращениям в импульсном пространстве соответствуют ортогональны, 
преобразования переменных £4, £2, ^з, тогда как £4 остается неизменной. 
Поэтому естественно считать, что механические состояния кулоновской 
системы описываются редукцией кулоновского представления по подгруп
пе SU(2)M, действие которой на волновые функции ^ ( S i , |2 , £з, Ь*) {i = 
= 1, 2) в точности такое же, как обычное действие операторов вращения 
на двухкомпонентные волновые функции. По этой причине мы назовем 
подгруппу SU(2)M механической подгруппой группы Spin(4). 

Редукция кулоновского представления Р(4) на подгруппу SU(2) приво
дит, как мы видим, к ортонормироваиному базису, нумеруемому обычными 
квантовыми числами (п, I, т, ±) и описывающему дискретный энергети
ческий спектр водорода. В этом случае энергетические уровни, различаю
щиеся лишь квантовыми числами ± , весьма близки друг к другу; это оп
равдывает способ нумерации базисных векторов с данными (п, I) при по
мощи квантовых чисел (т, ± ) . Заметим, что при такой нумерации не учи
тывается последнее разложение (12) на неприводимые представления. 
Операторы подалгебры Ли, соответствующей подгруппе SU(2)M, можно 
рассматривать как обычные операторы момента Ми М2, М3. Собственные 
векторы одного из них, например М3, изображают состояния кулоновской 
системы, которые естественно назвать энергетически чистыми. 

II. Ясно, что подгруппа SU(2)C группы Spin (4) не имеет отношения 
к вращениям обычного пространства; в самом деле, ее операторы в куло-
новском представлении изменяют переменную £4. Поэтому редукция куло
новского представления по подгруппе SU(2)C должна описывать совсем 
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иную группировку состояний кулоновской системы, чем в случае подгруп
пы SU(2)M. Выберем для каждого неприводимого представления этой ре
дукции канонический базис и занумеруем базисные векторы числами п, Ку 
X, JLI, где п — одно и то же в обеих редукциях (поскольку п возникает еще 
при разложении кулоновского представления группы Spin (4)); Я аналогич
но обычному параметру Z; % принимает два значения <С, > и служит для 
указания неприводимых представлений в правой части (12) ( < для раз
мерности 2Я, > для размерности 2Я -f- 2); наконец, параметр ц, нумерует 
векторы канонического базиса неприводимого представления группы 

л = 1 п = 3 п — 6 п = 7 
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SU(2)c, занумерованного параметрами (п, A, %), и пробегает 2к значений 
при % = < и 2Х + 2 при % = > . Редукция кулоновского представления 
по подгруппе SU(2)C изображена в таблице. Оказывается, что представле
ниям (п, Я) можно поставить в соответствие мультиплеты элементов, при
чем соблюдаются следующие условия: 

1) мультиплеты элементов, занумерованные числами (п, Я), естествен
но классифицируют их по атомному весу, а именно: в пределах каждого 
мультиплета атомные веса оказываются ближе друг к другу, чем между 
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разными мультиплетами, так что при переходе к соседним мультиплетам 
наблюдается заметный разрыв. Числа п нумеруют супермультиплеты эле
ментов; 

2) в каждой строке таблицы, соответствующей фиксированным значе
ниям параметров (X, %, \i), находятся химические аналоги *>. Это дает осно
вание назвать SU(2)C химической подгруппой группы Spin (4). Векторам 
канонического базиса (п, X, ъ ц) соответствуют состояния кулоновской си
стемы, которые естественно назвать элементно чистыми; этим состояниям 
можно сопоставить химические элементы, подобно тому как различным 
квантовым числам в представлениях группы £17(6) соответствуют различ
ные адроны. 

Операторы подалгебры Ли подгруппы SU(2)C удовлетворяют таким же 
перестановочным соотношениям, как операторы момента, но не перестано
вочны с ними. 

Заметим, что для атомных в'есов элементов не наблюдается явления, 
аналогичного спиновому расщеплению энергетических уровней; нельзя вы
делить пары элементов, атомные веса которых были бы значительно ближе, 
чем атомные веса в разных парах. Поэтому неестественно было бы вводить 
«химический спин» по аналогии с механическим, и мы сочли более пра
вильным непосредственно следовать классификации, подсказываемой ре
дукцией кулоновского представления. 

III. Мы принимаем в этой работе общее правило, по которому так на
зываемые «двузначные» представления устраняются переходом к универ
сальной накрывающей группе, как это обычно делается для группы враще
ний и группы Лоренца, и в соответствии с современным пониманием об
щих принципов квантовомеханического описания (см. [5], § 2). 

Переход от группы SO (4) к ее двулистной универсальной накрываю
щей Spin (4) и выбор кулоновского представления в пространстве двух-
компонентных функций ipt(£i, |г, ьз, Ы> * = 1? 2, мотив'ируются также тем, 
что при редукции по подгруппе SU(2)M кулоновского представления полу
чается обычное представление группы SU(2) в пространстве двухкомпо-
нентных волновых функций "ipi(/?i, Pi, Рз), i= 1, 2, описывающее полный 
энергетический спектр водородоподобного атома с учетом спина. Но 
тогда редукция по «химической» подгруппе SU(2)C дает таблицу векторов 
состояний кулоновской системы, в точности вмещающую химические эле
менты. Однокомпонентное представление Фока группы SO (4) дало бы 
вдвое меньшее число клеток, так что на каждую клетку приходилось бы 
два элемента. Поскольку, как мы видели, в химическом случае не наблю
дается чего-либо похожего на «спиновое» раздвоение энергетических уров
ней, из этого положения нельзя выйти формальным введением «химиче
ского спина». Все эти соображения говорят в пользу четырехмерной спи-
норной группы и ее кулоновского представления. 

Институт ядерной физики Сибирского отделения Поступила в редакцию 
Академии наук СССР 8 января 1971 г. 

4> Для соблюдения близости масс в пределах мультиплетов мы исключили люте
ций из мультиплета лантаноидов, заменив его лантаном. 
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SPIN(4) GROUP AND THE MENDELEEV SYSTEM 

Yu. B. Rumer, A. I. Fet 

It is shown that the group Spin (4) described by Weyl and Brower governs the 
laws of the periodical system of chemical elements. 


